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SOLUTII
Problema 1.

Solutie. a) Avem (3+\/7 )n =A +B N3 ,unde 4 , B €N, de unde rezulta ca
(3—\/7 )n =4 - B, \/5 . Atunci , tindnd cont cd A -T este perioadd pentru f,, rezultd ca
(@+Jj j fl(4,+B,N7) 1) = 5((4, 7+ 8,47 1)) =
<[~ 18, )= (4,8, 7= (3T ) ).
unde a =—(3—\/7)n-Tl’H%O , intrucat ‘3—\/7‘ <1.
Analog , (2+\/§)n =C +D, \/5 ,unde C , D €N, sila fel va rezulta ca

Uz+dr) j ( (c,-p,2)T ) [( —Jgf-gj:jxa),mme

b,=~(2-V2) - 7,220, intrucat [2-V2| <1.

#[(p+7) 1)
Rezulta calim - = =lmm N =1. _n
’1_>OQJF2((2+\/§) Tj (b)) o a, b £i(b) L b,

3-47
2-42

3-47 )

= lim =0 , deoarece se verifica imediat ca <1
-2

n—>00

2017" -1 .51
#—ln2017 sin® — , x#0 sinzl,x;to
b) f(x)= x x +(In2017)-47 x :
0 x=0 b, x=0
unde h=—2—  Primul termen al sumei este o functie continud, deoarece
In2017
1
x _ 02
lim M—anON -sin21 =0, iar functia g:R—> R, g(x): T #0
x—0 X X b = 0

. o 1
admite primitive pentru b= 5 .



2 1 2
1—cos— 1 —-cos—,x#0 1
intr-adevér, g(x): Tx’ x;tO:E— ? X :E_h(x) ,
b ,x=0 E_b =0

iar g admite primitive daca si numai dacd s admite primitive.

) ) .2 .2 2 .
Pornind de la relatia (xz -s1n—] =2-x-sin——2-cos—, x#0 , rezulta ca
X X X

12 x .2 (¥ 2 Y sinZ,x#0
—-cos—=—-sin——| —-sin— | , iar functia k:R - R, k(x) =42 x’ * fiind continua pe R
2 x 2 x \ 4 X 0 =0

admite primitive. Considerand K o primitiva a ei, rezulta ca o primitiva a functiei 4 in caz cd aceasta
2
x .2
K(x)——-sm—+C1 ,x<0
4 X
exista ar fi H:]R—)]R,H(x)z C, , x=0.
x’ 2
K(x)——-sin—+C3 , x>0
4 X

Din conditia de continuitate a functiei / inx=0, avem K(O) +C =C,= K(O) +C, , deci
. K(x)—x—z-sing+C—K(0) x#0
C,=C,=C-K(0),unde C,=C ,iar H(x)= 4 x T
C , x=0
Din conditia de derivabilitate in x =0 avem

w = limM— lim>- sin% = k(O) =0 , deci exista H (0) =0 , de unde rezulta

x—0 D O x—0 X x—0 4 X
ci functia 4 admite primitive daca si numai daci H' (0) =0= h(O) ,deci b= % ,lar a= %ln 2017 .

Problema 2.

n+l il

Solutie. a) Avem (x-y)n+1 = x-y-(x-y)n =x-y-x"-y"si (x-y) =x"".y"™" | de unde rezulti ci

X‘y‘x”'yn:x”+l'yn+l,deCi y‘xn:xn‘y (1) )

n+l 2

Analog, din (x-y)n+2 = x-y-(x-y) =x-y-x" " si (x-y)n+2 =x"?.y"? rezultd ci
x-y-x"y™=x"2 ™ deci yox™ =x"" ey (2)
Dar din (1) avem x"'-y=x-x"-y=x-y-x" ,iar din (2), x"y=y-x"™ | deci
x-y-x"=y-x"", de unde rezulti cd x-y = y-x , asadar, grupul este comutativ.

b) Avem (x-y)n+2 = (x-y)n -(x-y)2 =x"-y"-x-y-x-y,iar din ipoteza,

n+2

(x : y)n+2 =x""?.y"™*, deunderezultica x"-y"-x-y-x-y=x"7-y"?, deci
yexeyex=xtoymt (1).
Ana]og’ din(x-y)n+4 = (x.y)n+2 .(x.y)2 = x"*? .y’”z X YeX-y §1 din(x.y)n+4 = x4 ‘yn+4 .va

rezultaca y"-x-y-x=x>-y" (2).



Dar y" -x-y-x=y>-| y"-x-y-x |=y*-x*-y"", de unde, tindnd cont de (2) , rezulta ca
)
2 3 _ 2 2 nl 2 2 2 2 2 (k) A . <
x“ -y =y xty"™ deci x*-y?=y°-x" , asadar, x -(y ) =(y ) -x”, pentru orice numar natural
k , adica are loc relatia x*-y* = y**-x*, VkeN (3)

Vom analiza cazurile:
1) n este numar par.

Atunci, conform relatiei (3) vom avea x’-y" = y"-x”, de unde, tinind cont de (1) , rezulta
yn‘x‘y‘x:x2‘yn+l :(xz.yn)‘y:(yn‘XZ)‘y’deci

y"x-y-x=y"-x>-y,si simplificAnd la stAnga, rezulti y-x=x-y.

2) n este numdr impar, atunci n+1 este numar par, si conform relatiei (3) , vom avea

n+l

x>-y™ =™ x? iar din (1) rezultd y"-x-y-x=x"-y"" ="' . x* si simplificand la stAnga prin

y'-x rezultdcd y-x=x-y .
Problema 3.
Solutie. Daca G = {A1 ,A2,...,Ak} si A€ G este o matrice oarecare a grupului, atunci elementele

A-A,ie {1,2,...,k} sunt distincte si apartin lui G , deci
G={A-4,4-4,,...4-4 }={4 ,A4,.. 4}, deunde rezulti ca
A A+ A A +.+A A =A+A4,+.+4 ,adicda 4-S=S, VA=4eG,ie{l,2,..k} , de unde,
rezulta ca iAi-S = iS , ceea ce inseamnd S*=k-S (1) .

i1 =1
De aici rezultd ¢ (S—k-1,) =8> ~2k-S+ kI, =—k-S+k*-1, =—k-(S—k-1)) .
(S—k-1),VmeN" (2).

Fie A= li ,i€ {1,2,...,11} o valoare proprie oarecare a matricei S, adica sistemul omogen
§-X =A-X,admite si solutii nenule X e M (]R) ( vectori proprii), iar det(S— l-ln) = f(l) =0,
unde f este polinomul caracteristic asociat matricei S . Din S-X =A- X, prin inmultire la stanga
cu S avem S*- X =A1-S-X, de unde, tindnd cont de (1) ,rezultd k-S-X=A-5-X, deci

2 2

k-S-X=A"-X,adici S-Xz%-X,deunderezultécé %:,1 , sideaici, 1e{0, k} .

m—1

Inductiv va rezulta ca (S k- Iﬂ)m = (—k)

Pe de alta parte , din ipoteza, A, + A, +..+4 = Tr(S) =n-k ,deci va rezulta ca

toate valorile proprii sunt egale: 4, =4, =...= A =k, deci polinomul caracteristic al matricei S va
avea forma f = (—l)n (X - k)n € ]R[X ] . Din teorema lui Cayley-Hamilton va rezulta ca

(S — kln)n =0, , de unde, tinand cont de (2) , rezultd ca (—k)w1 -(S —k- I”) =0,

adica S=k-1 .



